Differentiability of Lipschitz Mappings and Embeddings of Convex Sets of Banach Spaces by 张文
学校编码：10384 分类号 密级
学 号：17020051403002 UDC
博 士 学 位 论 文
Lipschitz映射的可微性和Banach空间的凸
集嵌入
Differentiability of Lipschitz Mappings and Embeddings of
Convex Sets of Banach Spaces
张 文
指导教师姓名： 程立新 教授
专 业 名 称： 基 础 数 学
论文提交日期： 2 0 0 8年 6 月
论文答辩时间： 2 0 0 8年 7 月
学位授予日期： 2 0 0 8年 月
答辩委员会主席：
评 阅 人：











































作者签名： 日期： 年 月 日
















将它们有机结合起来—– Banach空间的 Lipschitz嵌入和 Lipschitz映射的可微
性. 我们采取了全新的方法,得到诸如“对于任何凸集,在像空间具有 Radom-
Nikodým性质 (RNP)的情况下, Lipschitz嵌入与线性嵌入等价”, “如果可分





章);即证明了定义在可分 Banach空间闭凸集 C上取值于具有 RNP的 Banach空



















This paper is committed to two different areas of the research of functional analysis
and combines them - Lipschitz embedding of Banach space and differentiability of
Lipschitz mapping. We have adopted a new approach to achieve some surprising
conclusions such as “The Lipschitz embedding from any convex set into a Banach
space with RNP is equivalent to linear embedding”,“If a separated Banach space X
with RNP is Lipschitz embedded into c0 with Lipschitz mapping T, then T(X) can not
contain a convex subset of which the linear span is an infinite dimensional space”.
Our basic approach is to give a precise characterization of nonempty closed convex
set of Banach space through the research of non-support points and we proof that the
closed convex set of separated Banach space has ”non-zero” measure if and only if it
has non-support point (Chapter 2); then localize the classic Găteaux differentiability
theorem, ( chapter 3)that is, the Lipschitz mapping from any convex set into a Banach
space with RNP is Găteaux differentiable almost everywhere; We apply it to the
linear embedding about convex subset of Banach space (Chapter 3) and consider the
coarse embedding (Chapter 4); Finally (Chapter 5) discuss the characterization of a
nonempty closed convex set with super-CCP.
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映射为同构,从而提供了计算 Roe代数 K-理论群的有效途径. 因此,粗几何上
的指标理论的中心问题就是解决粗 Baum-Connes猜测(见 [10–22]).
随着几何群论和粗几何的发展, M.Gromov提出了”粗嵌入”的概念. 给
定两个度量空间 Ω1, Ω2 , 称映射 f : Ω1 → Ω2为粗映射, 如果 f−1 把 f(Ω1)
中的有界集映成 Ω1的有界集；称 Ω1, Ω2 粗等价, 如果同时存在 Ω1 → Ω2和















Ω1 粗等价. 在粗几何中,象”嵌入”是一个等价不变量那样, ”粗嵌入”仍然是个
粗等价不变量, 因此能反映度量空间的一些本质性质. 2000年, G.Yu(郁国梁)
[8]证明了粗Baum-Connes猜想对于可粗嵌入到Hilbert空间是成立的；最近,他
又和Kasparov [20]合作证明了粗几何Novikov猜想对于可粗嵌入到一致凸空



















众所周知, 函数(映射)的微分, 就是反映其局部可”线性”逼近的程度. 由
于Wierstrass函数(即连续但无处可微函数)的存在,使得 Lipschitz函数(映射)成
为可微性研究的最合适的对象. 早在1900年, Lebesgue就证明了:定义在实
直线 R上的 Lipschitz函数均几乎处处可微. 1920年, Rademacher证明了定义
在任何有限维空间上的 Lipschitz函数也是几乎处处可微. 进入19世纪30年
代, 泛函分析的诞生使分析学家更加关注于无穷维空间. 更加关注无穷
维空间上的 Lipschitz函数(映射)的微分行为. 但在无穷维空间, 许多形式不
同的可微性定义是互不等价的, 最强的可微性叫做 Fréchet可微性, 最弱的
可微性叫做 Găteaux 可微性, 这些对于有限维空间的 Lipschitz函数而言都















分支– Fréchet可微性和 Găteaux 可微性研究, 核心任务都是要将 Lebesgue-
Rademacher定理以某种形式推广到无限维空间. Lipschitz函数 Fréchet可微性
的研究颇具戏剧性. 在推广 Lebesgue-Rademacher 定理之前, 首先要考虑”是
否存在一个无限维空间, 譬如可分 Hilbert空间, 满足其上的每个 Lipschitz函
数至少在某一点是 Fréchet可微的？”—-自上个世纪三十年代起, 人们陆续
举出了几个可分 Hilbert空间上的无处 Fréchet可微的 Lipschitz函数的例子, 直
到1979年R.R.Phelps 和S.Fitzpatric逐一验证了这些例子, 竟发现它们全是错








然没有大的进展. Lipschitz函数 Găteaux可微性的研究相比 Fréchet可微而言,
成果要丰富得多. 要将 Lebesgue-Rademacher定理推广到无限维空间,首先要解








Abelian Polish群G中的任意子集A定义了 Haar null集: A为 Haar null集若存
在Borel测度µ使得对于G中任意x都有µ(x + A) = 0. 特别的, 若G为局部紧,
A为 Haar null集当且仅当A的Haar测度为零. P.Mankiewicz( [69])于1973年介绍
了 Cube null集. N. Aronszajn( [70])则于1976年在可分Banach空间X上定义了
Aronszajn null集, 并证明了从X中的开集到可分共轭Banach空间的Lipschitz映
射的非Găteaux可微点为 Aronszajn null集. 而1978年, R.R.Phelps( [71])介绍
















null集.注意到Y.Benyamini和J.Lindenstrauss在 [7]中介绍了 σ-directionally null集,
由定义可知 Aronszajn null集是 σ-directionally null集, σ-directionally null集是
Haar null集.
关于 Aronszajn null集和 Gaussian null集的一个著名结果是Csörnyei(
[72])证明了 Gaussian null集就是 Aronszajn null集; Borel集 A是 Aronszajn null集
当且仅当对 X上每个非退化的 Gaussian测度µ, 有 µ(A) = 0. 根据 Aronszajn
null集这个特征, 有时人们也将 Aronszajn null集称为 Gaussian null集. 利用
Aronszajn null集的原始定义来取代 Gaussian null集自身的定义,对证明下面提
到的定理1.2.1要简便的多. 定理1.2.1实际上是将经典 Rademacher定理推广到
无穷维空间上考虑 Lipschitz函数的 Găteaux可微性, 这主要归功于 Aronszajn,
Christensen和 Mankiewicz. 他们引入和使用不同的几乎处处的概念,给出了此
定理不同的证明版本.
定理 1.2.1 ( [70] [7]) 设X是可分 Banach空间, U为X中的开集, Banach空间Y具
有 RNP, f : U −→ Y为 Lipschitz映射,则f在 U中的 Găteaux微分不存在点构成
的集合是 Gaussian null集.
这里称一个Banach空间X具有Radom-Nikodým性质(RNP)(或X为RNP空
间), 如果对每个有限测度空间(Ω, Σ, µ)和每个µ-连续有界变差的向量值测





对一切的A ∈ Σ都成立. (关于RNP详细讨论见 [7]第五章)
定理 1.2.2 ( [73] [7]) 设 X是可分 Banach空间,则下列论述等价:
(1) X具有 RNP;
(2) 每个 Lipschitz函数(可加强为绝对连续函数) f : [0, 1] −→ X几乎处处
可微;
(3) 每个 Lipschitz函数 f : [0, 1] −→ X有ε−可微点(∀ε > 0).
定理1.2.2说明了在定理1.2.1中假设 Lipschitz映射的值域空间 Y具有
RNP是必要的.
2003年, Lindenstrauss和 Preiss( [28])引入了Γ−null 集的概念, 不仅证明


























定理 1.2.3 设 X是弱紧生成空间, C为 X中的闭凸集, N(C)不空, f为C上的凸函
数并且在N(C)上局部Lipschitz,则f的 Găteaux可微点集为C中的稠Gδ集.
定理 1.2.4 设 X是Asplaud空间, C为 X中的闭凸集, N(C)不空, f为C上的凸函
数并且在N(C)上局部Lipschitz, 则存在C中的一个稠Gδ集D 使得f在D上处处
Fréchet可微.











定理 1.2.6 设 X是可分 Banach空间, U为 X中非支撑点不空的闭凸集, Banach空


















定义 1.3.1 设(X, dX), (Y, dY )为度量空间, 称映射f : (X, dX) → (Y, dY )为粗嵌
入若存在不减的ρ1, ρ2 : [0,∞) → [0,∞)使得
(1)对于任意的x, y ∈ X都有ρ1(dX(x, y)) ≤ dY (f(x), f(y)) ≤ ρ2(dX(x, y)).
(2)lim
t→∞ ρ1(t) = +∞.
2000年, Yu(郁国梁)证明了粗Baum-Connes猜想对可粗嵌入进Hilbert空
间的有界几何空间成立, 于是, 一部分人开始研究怎样的空间可
以粗嵌入到Hilbert空间. 2002年, Dranishnikov, Gong, Lafforgue, 和Yu (
[81])则证明了Lipschitz 万有空间c0不可以粗嵌入到Hilbert空间. 近来,
Nowak ([76])证明了当p < 2时, Lp(µ)可以粗嵌入到Hilbert空间. 而Johnson
和Randrianarivony([82])则证明了当p > 2时lp不可以粗嵌入到Hilbert空间. 在
此期间, Nowak ([77])还得到:
定理 1.3.2 设X是可分度量空间. 则下列条件等价:
(i) X可以粗嵌入到Hilbert空间;
(ii)对于任意的1 ≤ p < 2, X可以粗嵌入到lp ;








空间)的Banach空间 [86]. Kalton [87]则证明了稳定度量空间可以粗嵌入到自


























































本章在可分Banach空间中讨论了闭凸零测度集( Gauss null集, Aronszajn
null集和 Cube null集)的性质. 在可分Banach空间中利用非支撑点来刻划一个闭
凸零测度集( Gauss null集, Aronszajn null集和 Cube null集). 我们给出了可分空
间中的闭凸集为 Aronszajn null集( Gauss null集, Cube null集)的一个充要条件.
本章共分两节．第一节给出了本章用到的定义．第二节证明了,可分空




定义 2.1.1 设C为Banach空间X中的凸集. 则
(i) 对于任意的x ∈ C, x称为C的支撑点, 若存在非零有界线性泛函x∗ ∈
X∗使得
< x∗, x >= max{< x∗ y >: y ∈ C}.
记S(C)为C中所有支撑点构成的集合.
(ii) 记N(C) ≡ C \ S(C). 对于任意x ∈ N(C), 称x为C中的非支撑点,
N(C)为C中的非支撑点集.
J.Rainwater在 [75]中给出了Banach空间中闭凸集的非支撑点和非支撑点集的
有关性质. 特别是, 若X可分, 则N(C)非空当且仅当C包含在X的闭超平面中.
这将成为我们在可分空间中研究三类零测度集的重要工具.
性质 2.1.2 设C为Banach空间X中的闭凸集. 则
(i)若intC 6= ∅,则N(C) = intC;
(ii)若C包含在X的某个闭超平面中,则N(C) = ∅;
(iii) N(C)为凸集;














Degree papers are in the “Xiamen University Electronic Theses and Dissertations Database”. Full
texts are available in the following ways: 
1. If your library is a CALIS member libraries, please log on http://etd.calis.edu.cn/ and submit
requests online, or consult the interlibrary loan department in your library. 
2. For users of non-CALIS member libraries, please mail to etd@xmu.edu.cn for delivery details.
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
